SOMMES ET PRODUITS
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4.1 Sommes
4.1.1 Définition et premiéres propriétés
Exemple 4.1

Dans ce chapitre, on se donne une notation et on énonce des propriétés permettant de répondre, par
exemple, aux questions suivantes :
Comment écrire mathématiquement: « La somme 20 premiers des entiers naturels pairs (et non nuls) » ?
La somme des n premiers termes de la suite géométrique de ler terme 2 et de raison 3?

L)
nn+1) °

1,1
Que vaut -+ -
2 6

Définition 4.1

Soient les nombres ag, ..., a,.
On note :

Y ak=ao+ar+ -+ an.
k=0

La somme de gauche se lit "somme de £ =0 a n des a;".
Plus généralement,

n
> ak = ap+ape1+ o+ an.
k=p

La somme de gauche se lit "somme de kK = p a n des ax".

ay s’appelle le terme général de la somme et k s’appelle I’indice de sommation.

Exemple 4.2

In(2) +In(3) + -+ In(n) = In(k)

100
1+28 422423 442100 = ) 2K
; k=0
11 1 1 1 1 (—1)k
———+———+———=Z
2 3 4 5 6 7 k

k=2
Exercice 4.1
Ecrire les sommes suivantes avec le symbole X

I.LA=2+6+10+14+18.
2.B=1-2+3-4+5-6.
3.C=3-6+9-12 + 15.



Exercice 4.2

Ecrire avec des pointillés les sommes suivantes

50 .
A=Yk, B= Y &7 Cc= Y nj
k=2

pel19] 1<5<1007 1

Proposition 4.1 fondamentale

Soient m et n dans N tels que m <n.

* Il y a n entiers dans I’ensemble [1; n].
Il y an + 1 entiers dans I’ensemble[0; n].
«Ilyan —m+ 1 entiers dans I’ensemble [m;n].

Remarque 4.1
n

1. Parconventionsin < m alors Z”k =0.
k=m

2. Lalettre k est une variable muette: on peut la changer par n’importe quelle autre
lettre (sauf n et m!) sans changer la valeur de la somme.

n n n
) =) wi=)
k=m i=m j=m
3. Dans une somme, la variable prend toutes les valeurs enti¢res comprises entre m et n.

4. On peut aussi écrire

Propriété 4.1 Linéarité

Soient (ay)ken et (by)ken deux suites réelles. Pour tout A dans R et pour tous m et n dans N tels
que m <n, on a:

n n n
* Z(ak+bk): Z ax + Z by
k=m k=m k=m
n n
«Y Ga =1 a
k=m k=m

Attention : Dans la deuxiéme formule, le réel A ne dépend pas de k : une somme du type

n
Z (a, by,) ne se simplifie pas.

k=m



Propriété 4.2  Relation de Chasles :

PourpeN telquem<p <n-1

Remarque 4.2 importante

La relation de Chasles implique de maniére immédiate que pour une suite (U, )nen-
Pour toutnE N ,ona:

n+1 n n+1 n+1
zak=2ak+ z ag soit Eak—Zak+an+1
k=0 k=0 k=n+1

Cette égalité permet de démontrer un trés grand nombre de formules comportant des sommes,
a I’aide d’un raisonnement par récurrence.

On a aussi

n 0 n n
Yo Yarya @iy
k=1

k=0 k=0 k=1

Méthode 4.1 Décomposition d’une somme a I’aide de la relation de Chasles

Dans certains cas, il faudra ajouter ou retrancher certains termes afin de faire apparaitre une
somme connue :

Jj€[2,n],avecn > 2, Zak—Zak—Zak

k=3 k=1
delaj-1 dejan
!-:27"'j - 2’.7 - lij,j + 1""1"7’_ 13"5
de lvé.n

Par exemple on souhaite calculer en fonctionde n (n = 5) la somme suivante :

ZJ —ZJ ZJ n(n+1) 4(4;- 1) _ n(n2+ 1) 10...

Exemple 4.3 Calcul de la somme classiquez k
k=0

Cette formule peut se démontrer par récurrence. Soit n un entier naturel,

onposeP(n):zk —nm+1)
2

1. Initialisation Pour n =10 Zk 0et J& = 0. Ainsi, P(0) est vraie.
k=0



2. Hérédit¢ On suppose que pour un entier naturel n fixé la propriété P(n) est vraie i.e.
n n+1

2 k = @ Et on veut montrer que P(n+1) est vraie ¢’est-a-dire que 2 k= —("“)2("”)
k=0 e
n+1 n
Zk = Zk +(n+1) daprda relation de Chasleg
k=0 k=0
=n(n2+1)+( 1)=11(142+1).|-2(112+1):(n+1)2(n+2)‘

Finalement, P(n+ 1) est vraie et la propriété P est héréditaire.

3. Conclusion. La propriété P est vraie pour tout n € N, & savoir :

= n(n+1)
Vne[N, Zk= T.
k=n

Pour démontrer la somme des premiers entiers naturels on peut aussi utiliser une autre

méthode qui utilise la linéarité et une astuce :

n

Remarquons tout d’abord que S,, = Z(n —k). En effet:
k=0

. n
S”:Zo,k=0+1+"'+("_1)+"="+("—1)+---+1+0=1;(n-k)_

n n n I n
Donc 25, =5,+S, = Zk+Z(n—k) = Z(k+n—k) = Zn =n) l=n(n+1)eton
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
retrouve la formule bien connue S, = w

Propriété 4.3

Soit a€ER et soient m et n dans N tels que m<n. Alors :

n
Zaz(n—m+1)a
k=m

Exercice 4.3

6 9 11
Calculer les sommes suivantes : 2 3, 2 35 , 2 10
k=1 k=0 k=8



4.1.2 Changement d’indice dans une somme

Pour commencer, nous étudions le cas simple ou on fait un décalage de 1
n
Considérons la somme Za,-. On pose j =i—1. Ainsi,
i=1
e i=j+1.
e Lorsque i =1, alors j =0.

e Lorsque i =n, alors j=n-1.

On a ainsi 1’égalité:

n n-1
Y= s
i=1 j=0

Exemple 4.4
Calculer la somme S=Y¢_, (i — 1)
Onposej=i—1:sii=1lalorsj=0etsii=6alorsj=5

_ 5(5+1) _
===

Donc:S= Y>_,j 15
Exercice 4.4

1. Calculer lasommeS=Y,_,2(k—1) al’aide d’'un changement d’indice

puis retrouver le résultat a I’aide de la linéarité.

i242i-3
i+3

2. Calculer la somme S =Y>_;

Propriété 4.4 (Changement d’indice)

Soient m et n dans N tels que n < m alors

m m+p
k=n i=n+p

On dit alors qu’on a effectué le changement d’indicei = k + p



Remarque 4.3

n n+m
1. Pour passer de Z Thtm Z z;:
k=p i=p+m

(a) On pose i = k + m, soit encore k =1 — m.
(b) Dans le terme général de la somme, on remplace chaque k + m par i.
(c) Pour les bornes :

i. Borne inférieure : lorsque k=p,i=p+m

ii. Borne supérieure : lorsque k = n, ¢ = n + m.

n n+m
(d) On obtient alors Z‘T“’m = Z z;.
k=p i=p+m

n

2. Pour écrire E zp de sorte & ce que le premier indice soit zéro, on effectue le
k=p
changement d’indice ¢ =k —p, on a alors k =i+ p et

n n—p
PIEAS e
k=p =0
3. Lorsque ’on effectue un changement d’indice, il faut vérifier que les premiers termes des
deux sommes sont les mémes.
Exercice 4.5
Compléter
n
1. Z ap = Z a...
k=2 =0
n
2. Z Ak+3 = Z a;
k=0 =

Exercice 4.6 Calculer la somme S =Y3;_, In(k + 2) a I’aide d’un changement d’indice
4.1.3 Sommes de référence

Proposition 4.2 Somme des premiers entiers naturels (Voir exemple 4.3)

Pour tout n€ N,

n

n(n+1 . .
Z k = % (somme des n premiers entiers naturels)
k=1

Généralisation

n _ nombre de termes X (premier terme + dernier terme)
Zk_(n p+1(n+p) 5
2

k=p



Proposition 4.3 Sommes des premiers carrés et des premiers cubes

S

L. Z k* = w ( somme des n premiers carrés )

n
s .
Z kL ”("“) ( somme des n premiers cubes )
=1

Remarque 4 4

n
On sait que Z k=0+ Z k donc ) k = Z k ce qui se vérifie encore avec la formule
=1 k=0

k=1
ik n(n+1) (n-l—zl)nzik

k=1 k=0

Il en est de méme pour la somme des carrés et des cubes .

Exercice 4.7
A T’aide d’un raisonnement par récurrence démontrer les formules de la proposition 4.3

Proposition 4.4 somme des premiers termes d’une suite géométrique

Soit g # 1,
n
Z gr = 120
=
Généralisation
Soit g # 1,
- 1_qn—m+1 _qnombre de termes
Z q? = @™ X ———= 1° termex
1—-q 1-q
p=m
Démonstration

n+l
Soit g € R\ {1}, notons P(n) la propriété  « Zq 1- q ».

1
a0+l
Initialisation Pour n=0 :qu =q%=1et 1—1'iq— = 1—'1 1. Ainsi, P(0) est vraie.
k=0
Hérédité On suppose que pour un entier naturel n fixé la propriété P( n ) est vraie a savoir

n +
k — ..
Z q" = . On veut montrer que P(n+1) est vraie 1.6.2 g =

k=0 k=0

1— n+2

1-q



n 1- qn+1
Par hypothése de récurrence, on sait que qu =g Deés lors,
k=0 1

n+l n
qu - qu +qn+1
k=0 k=0

— 1 _qm-l +qn+1

-4
B 1 _qn+1 . qn+1(1 _q)
-~ 1-¢q 1-4

_ l_qn+1 . qn+1 _qn+2
1-¢q 1-g
_ l_qn+1 +qn+l _qn+2
1-¢
l_qn+2
C 1-q

Finalement, P{(n + 1) est vraie et la propriété P est héréditaire.

n
. " X 1-g™!
Conclusion La propriété P est vraie pour tout n€ N, & savoir : qk = IL
k=0 1
Exercice 4.8
| : o 2k
Calculer les sommes suivantes: z 2k = - =
3k+2
Remarque 4.5

Il faut bien étudier et connaitre les démonstrations des propositions 4.3 et 4.4

4.1.4 Sommes télescopiques

L’idée est de pouvoir écrire le terme général de la somme comme la différence de deux
termes consécutifs d’une suite.

Principe du télescopage

Lorsque les termes (ax)req1,n] sont de la forme aj = ug41 —up pour une certaine famille de réels
(uk)ke[1,n]> les calculs de somme se simplifient
n

> (ki — uk) = (ups1 —up) + (Ups2 — Upr1) + (Upps — Ups2) + -+ (Un — Un—1) + (Unt1 — Un) =
k=p
Un4+1 — Up-
n
On a ainsi E(Uk+1 — Uk) = Up41 — Up -
k=p

C’est ce qu’on appelle une simplification par téléscopage, et on parle de somme téléscopique.



Notons qu’on peut aussi retrouver cette simplification en utilisant la linéarité puis le changement
de variable j = k + 1 et enfin la relation de Chasles :
n n n

Z(ukH —ug) = ZukH - Z uy [linéarité|
k=p k=p

k=p
n+1 n
e Z uj — Zuk [changement de variable j=k+1|
j=p+1 k=p
n n
= | upy1 + Z uj | — | up+ Z ug | [Relation de Chasles|
Jj=p+1 k=p+1

= Up41 — Up [les deux sommes sont les mémes |

Exercice 4.9

50 1
On pose S = kzz:l m
1 1 1

1. Montrer que pour tout k € N*, m = : T hLT

2. Déduire de la question précédente une autre écriture de S. On pourra commencer par écrire
la somme avec des pointillés. Calculer la valeur exacte de S.

4.2 Produits
4.2.1 Définition et propriétés

Définition 4.2

Soit (uy)ken une suite réelle. Soient m et n dans N tels que m < n.
n

| |uk = Um; X Up+1 X . XUy
k=m

La notation
n

[ ]

k=m

Se lit “produit des u; pour k variant de m et n” ou “produit de k égal m a n des u;" .

Remarque 4.6

n
e Par convention, si n<m alors I | u=1.

k=m

e La lettre k est une variable muette: on peut la changer par n’importe quelle autre lettre
(sauf n et m!) sans changer la valeur du produit. Par exemple :

n n n
[T 1= o
k=m i=m j=m

10



e Dans un produit, la variable muette prend toutes les valeurs entiéres comprises entre m
et n.

o On peut aussi écrire : I_[uk = ]_I U = ]_l Up.

Exercice 4.10

Ecrire les expressions suivantes sans le signe ]_[

.
k=3
7
k
. ];[le

Ecrire les expressions suivantes avec le signe ]_[

o 1 x2x4x8x16x32

3 4 9
o — X —=X...X—

5 6 11
Propriété 4.5

Soient (ay)ren et (by)ken deux suites réelles. Pour tout A dans R et pour tous m et n dans N tels
que m < n, on a:

Flonesa- [T o[ 10)

k=m

n
e En supposant que Yk € [m,n] by =0 alors : l_[ (a—k) = k=m

k=m

4
e Relation de Chasles : ay = ]_[akx ]_[ ay pourp€eNtelquem<p<n-1.

k=m k=m k=p+1
n n
) H()\ak) = /\"+1 H ag.
k=0 k=0

Remarque 4.7

n
@ INTERDIT ! Un produit de la forme I—[(ak + by) ne se simplifie pas!

k=m

11



Remarque 4.8  Soit a un réel alors pour tout entier naturel n on a

a= a"
k=1
n
a= gttt
k=0
n
a= an—m+1 | | a= anombre de termes
k=m k

4.2.2 Notation factorielle
Définition 4.3

Soit n dans N. On appelle factorielle de I’entier n le nombre noté n! et défini par:

n

n! = nk = 1X2X..Xn avec la convention 0! = 1.

k=1

Exemple 4.5

¢ 31=1x2x3=6.

* T1=1x2x3x4x5%x6x7=5040.

* 251=1x2x3x%...x25=15511210043330985984000000.

Exercice 4.12

N . . 70 10! n!
1- Simplifier les expressions suivantes : — , ,
51 7 8Ix2! (n+2)!

n
2- Exprimer a I’aide de la factorielle le produit U,, = 1_[(51{)
k=1

3- Calculer le produit

Wo = lj(l —%)

12



Remarque 4.9

Quand on somme ou qu’on fait le produit d’un nombre fini de termes, on peut faire cette somme
ou ce produit dans ’ordre que 1’on veut sans changer le résultat. Ainsi il peut parfois étre utile de

réarranger les termes dans un autre ordre.

n
Voir premiére méthode exemple 4.3 pour montrer que z k= nn+1)

2
k=1

4.2.3 Produits télescopiques

Principe

v
Dans le cas d’un produit, le télescopage a lieu quand ar = e (avec v # 0 pour tout k).

Uk
La simplification s’écrit alors :
"o v v v v v v
k+1 1 2 1 1
II tL o ZpHl o TPHR o TPHS o ox o x bl o T
ke—p Vi Up Up+1 Up+4-2 Un—-1 Un Up

Vi v
, T n +1 _ Yn41l
cest adire [[p_ ——=——.

Vi Up
Exemple 4.6
= 1
Calculer In 1+ —) ,n = 2.
RS

Soit n € [2;4o0[,

g 1 - k+1 k41 n
gln (1 + E) = ;2111 (T) =In (,}:[2 k) d’apres les propriétés de la fonction In. Z In(ax) =In
On reconnait le télescopage pour un produit de quotient de deux termes consécutifs,

o Vk+1 Un+1
On utilise H Al It avec vp = k
Vg Up

k=p

k=p

n

n n
L. k+1 n+1 1 k+1 n+1
Ainsi : k=2T = et ona.kgﬂln (1+E> =In (H T) —ln( 2 )

k=2
= 1
Vn € [2;+00[, > In (1+ E)

k=2

Il
5
~—
3
N+
—
N

Autre méthode :

Soit n € [[2; 400, ZIn (1 + E) = Zln (%) = Z (In (k + 1) — In(k)) d’apres les propriétés de la fonction

k=2
In. In (9) =1In(a) — In ()
On reconnait le télescopage,

k=2

On utilise Z(qu — Up) = Upq1 — Up avec uy, = In (k)
k=p

~ 1
§:1 1+~ ) =In(n+1)—In(2)
k=2n( k) n(n

Vn € [2;+o0, Y In (1+%) —In (";1> .

k=2

13



Méthode 4.2 Passage de ), a [] et réciproquement

Via les fonctions exponentielles et logarithmes.
Va € R,Vb € R, €% =2 x e® se généralise en :

n n
Va, €R,...,Va, € R, exp Zak = H exp(ax)
k=p k=p

VYa >0,Yb >0, In(axb)=In(a)+ In(b) se généralise en :

Vap, >0,...,Ya, >0, | J[ax]=> In(ax)
k=p k=p

Exemple 4.7

Par exemple, calculons le produit P = [] %% Ses facteurs sont strictement positifs, d’ol1
k=1

1 p n
InP) = Y In(e®*)= ¥ 6Kk% = n(n+1)2n+1).
k=1 k=1

Finalement P=exp(n(n+1)2n+1).

4.3 Sommes doubles

On considere une famille de nombres réels indexés par deux indices : un indice i variant entre
1 et n pour un entier n donné et un indice j variant entre 1 et p pour un entier p donné.

On peut représenter ces nombres dans un tableau ou I’indice i représente le numéro de ligne
et ’indice j le numéro de colonne :

N1 2|3 L] p
1
1 a1 aip | 413 alp
an azy | A3 | azp
n an aun a3 anp

La somme de tous les éléments a;; de ce tableau est notée Z ajj.

1<i§n
1<j<p

Pour la calculer, on peut soit faire la somme des termes ligne par ligne et on a alors :

nop
Y =) ) e
1<i<n i=1 j=1
1<j<p

14



soit faire la somme des termes colonne par colonne et on a alors

p n
Y =) ) e

1<i<n i=1 i=1
1<j<p
Exemple 4.8 Soit n € N*, calculons E ij.
1<i,j<n
On a:
n n n n

) i

car i ne dépend pas dej

[l
J:
[l
g
~

1<i,j<n i=1 j=1 i=1 \j=1
n n n
= jlx i car Z j ne dépend pas de i
i=1 j=1 j=1
B = 2_ nn+1) :
[ty

Exercice 4.13

Calculer



