GENERALITES SUR LES FONCTIONS
LES FONCTIONS USUELLES
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2.1 Généralités sur les fonctions
2.1.1 Ensemble de définition
Définition 2.1

On appelle fonction un procédé qui a un nombre x appartenant a un ensemble D associe un
unique nombre y.

On note :
f:D->R
x — f(x)
f (x) est appelé ’image de x par f , tandis que x est appelé antécédent de [ (x) par [ .
Exemple 2.1
Soit f la fonction définie par f (x) = 2x + 3.
- DLimagede2estf(2)=2X2+3=7.

- Les antécédents de 4 vérifient f (x) = 4 c’est-a-dire

2x +3=4 & 2x=1x= % L’antécédent de 4 est donc %

Définition 2.2

1. On appelle ensemble de définition d’une fonction f , noté Dy en général, I’ensemble
de tous les nombres x ou f (x) est définie c’est-a-dire ou I’on peut calculer f (x).

2. Les nombres réels qui possedent au moins un antécédent par f constituent I’ensemble
image de f, que I’on note f( Dy).

Exemple 2.2

1. La fonction f définie par f (x) = 2x + 3 a pour ensemble de définition: D= R
car pour tout x€ R, 2x+3 est calculable.

2.La fonction g : x +— ﬁ a pour ensemble de définition: D, = R \{2} car g est

définie pour les x € R tels que 2x — 4 # 0 i.e. 2x # 4 donc x#2.

3.La fonctionh: x +— Vx2? — 1 apour ensemble de définition:
D,=]—o0; —1] U [1; 4oo] car h est définie pour les x € R tels que x2 — 1 >0 i.e.
x<—-1loux=1.



Exercice 2.1
Déterminer le domaine de définition de chacune des trois fonctions définies par:

4x—1

flx)= gx)=Vi-x h(x)=—=

2.1.2 Courbe représentative

Définition 2.3

Soit f une fonction définie sur Dy et soit (O; 7, J') un repére du plan. La courbe représentative
de la fonction f est I’ensemble des points M du plan de coordonnées (x, f(x)) avec x € Dy .

Figure 2.1
Notations : Elle est notée traditionnellement C; ; Cr = {(x, f(x))|x € Dy}
Remarque 2.1

On a I’équivalence : Pour toutx € Df ettouty € R M(x,y) € Cf & y = f(x).

Exemple 2.3 Lecture graphique d’image et d’antécédents

Lecture d’image Lecture d’antécédent

image de 3 par f ou f(3): 1. antécédents de 1 par f ou solutions de
f(z)=1:1et3.



2.1.3 Opérations sur les fonctions

Proposition 2.1

Soient f, g deux fonctions numériques définies sur le méme ensemble I et A un nombre
réel :

1. La somme de f et de g est la fonction notée f + g et définie sur I par :
Pour tout x €L, (f+ g)(z) = f(z) + g(z)
2. Le produit de f et de g est la fonction notée f.g et définie sur I par :
Pour tout x €I, (f.g)(z) = f(z) x g(x)
3. Le produit du réel A par la fonction f est la fonction notée A f définie sur I par :

Pour tout x €I, (Af)(z) = A x f(z)

4. Si de plus Vz € I, g(z) # 0, alors le quotient de f par g est la fonction notée !
g
définie sur I par

Pour tout x €I, i(x) _f@
g 9(z)
Exercice 2.2

On considére les fonctions suivantes : f(x) = x* g(x) = Vx, h(x) =x? +1
D;=RD, =R+Dy =R

Donner I’expression des fonctions suivantes : f + g; f X h; %

2.1.4 Composée de fonctions

Définition 2.4 (Composée de fonctions)

Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et Dy, telles que f (Dy) < Dy, .
La composée de la fonction f par g est la fonction, notée g ° f (qui se lit « g rond f») est la
fonction définie sur Dy par (g ° f )(x) = g(f (x)).

Exercice 2.3

On considére les fonctions suivantes : f(x) = x% + 1, g(x) = Vx, h(x) = e*
Df=RD,=R+D,=R

Donner I’expression des fonctions composées suivantes :

feg,g°f,feh,hof,geh he°g



2.2 Propriétés des fonctions
2.2.1 Parité et symétrie

Définition 2.5

f:Df — R est paire si et seulement si pour tout x € Dy alors —x € Dy et f(—x) = f(x) .

La courbe d’une fonction paire est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées

(d’équation x = 0). . .
A A

fl—=)

Figure 2.2

Définition 2.6

f: Dy - R est impaire si et seulement si pour tout x € Dy

alors —x € Dret f(—x) = —f(x) .

La courbe d’une fonction impaire est symétrique par rapport a I’origine du repére.

f(z)

f(—x)

Figure 2.3

Remarque 2.2 Lorsque le domaine de définition Dy d’une fonction f vérifie la condition:

Pour toutx ER,x €Dy > —x € Df
on dit que le domaine de définition Dy est symétrique par rapport a z€ro.

Exemple 2.4

* L’ensemble | — oo; —5[U]5; +oo[ est symétrique par rapport a zéro.
* L’ensemble R \{—2;2} est symétrique par rapport a zéro.
* L’ensemble R\ {1} n’est pas symétrique par rapport a zéro.



Méthode 2.1 (Etude de la parité d’une fonction)

1. On commence par déterminer I’ensemble de définition de la fonction f et on
determine si Dy est symétrique par rapport a z€ro ou non. Si ¢’est le cas, on passe a la
deuxiéme étape, et si ce n’est pas le cas, f n’est ni paire ni impaire.

2. Pour un x quelconque dans Dy, on compare f(—x) avec f (x) ou avec —f (x):
-si f (—x) = f (x) alors la fonction f est paire,
-si f (—x) = —f (x) alors la fonction f est impaire,
- Enfin, si on trouve un réel x, € Df tel que f(—xq)#1(x,) et f(—x,) # —f(x,) alors
f n’est ni paire ni impaire.

Remarque 2.3

1. Intérét pratique d’une fonction paire ou impaire : il suffit d’étudier la
fonction f sur [0, +00[NDy (car par symétrie, on peut en déduire 'étude sur | —
O0,0[ﬂDf).

2. Une fonction peut ne pas étre paire ni étre impaire.

Par exemple, la fonction définie par g(z) = > n’est pas une fonction paire ou
:E —

impaire car Dy =| — 00, 2[|J]2, +oo[ donc —2 € D, mais 2 ¢ D,.

Exemple 2.5

On considere la fonction f définie par f(x) = e***1 La fonction f est définie pour tout réel x
par composée de fonctions usuelles définies sur R donc Dy = R. Ce domaine est bien
symétrique par rapport a 0. Calculons pour x € Dy: f(—x) = e(T0*H+1 = px+1 —

f(x). Ainsi f est une fonction paire.

Exercice 2.4

Etudions la parité des fonctions suivantes :

2.2.2 Monotonie

Définition 2.7

Soit 7 un intervalle sur lequel f'est définie. On dit que :

* f'est croissante sur I lorsque :

pour tout couple de nombres x; et x, appartenant a I , si x; < x, alors f(x;) < f(x3)
fest strictement croissante sur I lorsque :

pour tout couple de nombres x; et x, appartenant a I, si x; < x, alors f(x;) < f(x;)

* f'est décroissante sur I lorsque :

pour tout couple de nombres x; et x, appartenant a I , si x; < x, alors f(x1) = f(x3)
fest strictement décroissante sur I lorsque :

pour tout couple de nombres x; et x, appartenant a I, si x; < x, alors f'(x1) > f(x5)

*Une fonction est monotone sur un intervalle I si elle est croissante ou décroissante sur cet
intervalle.



Remarque 2.4
Une fonction constante est a la fois croissante et décroissante.

. R - R . L. _ . . .
La fonction f : X 2 est strictement décroissante sur R~, strictement croissante sur R* mais
—

n’est pas monotone sur R.

Remarque 2.5

« On dit qu’une fonction croissante conserve I’ordre et qu’une fonction décroissante inverse
’ordre.

« Il existe des fonctions qui ne sont pas monotones, c¢’est-a-dire qui ne sont ni croissantes ni
décroissantes.

Méthode 2.1 Inégalités

Partant d’une inégalité de départ valable sur un certain intervalle, on peut appliquer une
fonction dont on connait les variations sur cet intervalle afin de déduire une nouvelle
inégalité.

Sauf cas évident, il faut toujours justifier ces étapes en précisant (si besoin en démon-
trant) les variations de la fonction sur I'intervalle en question.

En résumé : « appliquer une fonction croissante ne change pas le sens de ’in-
égalité, appliquer une fonction décroissante change le sens de l'inégalité. ».

Exemple 2.6

On considere la fonction f définie par f(x) = e~ La fonction f est définie pour tout réel
x par composée de fonctions usuelles définies sur R donc Dy = R. On va encadrer f(x) sur
I’intervalle [2;4].

La fonction x — (1 — x)? est strictement croissante sur [1; +co[ donc sur [2;4] eton a
IS(1—-x)2<9 douel<f(x)<e’ parstricte croissance de la fonction exp sur R.

Propriété 2.1 Opérations sur les fonctions monotones
Soient f et g deux fonctions monotones sur un intervalle I.
1. SoitA €R.

* SiA >0, alors f et Af ont le méme sens de variation;
* SiA <0, alors f et Af ont des sens de variations contraires.

2. Sifet g sont croissantes (resp. décroissantes)sur I, alors f+g est croissante (resp.
décroissante) sur L.

3. On suppose que f° g est bien définie sur L.

* Si f'et g ont méme monotonie sur I, alors f° g est croissante sur I .
* Si f'et g ont des monotonies opposées sur I, alors f° g est décroissante sur I.

Ces propriétés peuvent étre utiles pour déterminer rapidement la monotonie de certaines
fonctions dans des cas simples.



Exemple 2.7

Puisque les fonctions x +— x3 et x > x sont strictement croissantes sur R, la fonction
x — x3 + x est strictement croissante sur R.

. 1 . , . . .
La fonction x +— — s est strictement décroissante sur ]—oo;0[ et strictement croissante sur
10;+00].

De fagon générale, nous utiliserons tout de méme ce qui sera vu plus loin au paragraphe 2.4

2.2.3 Périodicité
Définition 2.8

Soit f une fonction et Dy son domaine de définition. La fonction f est dite periodique
lorsqu’il existe un réel T non nul tel que :

Pour tout x€Df alors x + T € Dyet pour tout x€Df, f(x + T) = f(x).

On dit alors que f est T-périodique et le réel T est appelé une période de f .

2.2.4 Eléments remarquables

Majorant, minorant

Définition 2.9

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.

On dit que la fonction f est majorée sur I s’il existe un réel M tel que:
Pour tout x€ I, f (x) < M.

On dit alors que M est un majorant de f sur I ou encore que le réel M majore la
fonction f sur I.

On dit que la fonction f est minorée sur I s’il existe un réel m tel que:
Pour tout x€ I, f (x) = m.

On dit alors que m est un minorant de f sur I ou encore que le réel m minore la
fonction f sur I.

On dit que f est bornée sur I si elle est a la fois majorée et minorée sur I et dans ce cas il
existe un réel m et un réel M tel que pourtoutx€ L, m < f (x) < M.



Remarque 2.6

Graphiquement, une fonction f est majorée par un réel M (resp. minorée par un réel m)
lorsque sa courbe représentative est située au-dessous (resp. au-dessus) de la droite
horizontale d’équation y = M (resp. y = m).

Fonction minorée Fonction majorée Fonction bornée

Figure 2.4

Exemple 2.8

1
x241°

Soit f la fonction définie sur R par f (x) = En dressant le tableau de variation de f,

on peut montrer que :
Pourtoutx e R 0<f(x) <1

Ainsi, le réel M =1 est un majorant de f sur R mais M’ =3 est un autre majorant de f sur R.
De méme, le réel m=0 est un minorant de f sur R mais m’ = —7 est un autre minorant de f sur R:

Pourtoutx ER -7<f (x) <3

Maximum, minimum
Définition 2.10

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.

On dit que la fonction f admet un maximum en X, sur I lorsque:
xo€l et pour tout x € I af(x) <f(xp)
On note alors max f(x) =f(x)

X

On dit que la fonction f admet un minimum en x, sur I lorsque:
Xo€l et pour tout x € I af(x)=f(x,)
On note alors m€1}1 f(x) =f(xp)

X

Un extremum de f sur [ est soit un maximum soit un minimum de f sur L.

Remarque 2.7

Si f(xg) est un extremum sur un intervalle ouvert contenant x,, mais pas sur I tout entier, on
dit que f'(x,) est un extremum local.



Exemple 2.9

leJrl.Pourtouth R f(x) <f(0)avecf(0)=1

Donc le maximum de /° sur R est 1 atteinten 0 .

Soit f la fonction définie sur R par f (x) =

2.2.5 Position relative et régionnement du plan
Proposition 2.2

Soient f, g : I — R deux fonctions. La courbe représentative de f est au-dessus de celle de
g si et seulement si, pour toutréel x €T, f(x) = g(x).

Courbe de f

[

Courbe de g

gx)

— Ona pour tout réel x, x> +1=2x.

Exemple 2.10

La courbe de x — x? + 1 est bien au-dessus de
la droite d’équation y = 2x.
Donnons une preuve calculatoire en remar-
quant que la différence des deux membres de
I'inégalité est positive
¥ +1-2x=(x-17%=0.
Proposition 2.3

Soient f: I — R une fonction ety € R . Tous les points de coordonnées (x ; y ) avec x € |
sont situés au-dessus de la courbe représentative de f si pourtoutx €1, f(x) < y.

Remarque 2.8

« Lénoncé reste valable avec des inégalités strictes

* Pour une fonction f: R— R, on obtient une partition du plan en trois parties.

La partie grisée correspond a 'ensemble des
points (x; y) pour lesquels y > f(x).

/‘\_/ — La courbe en noire correspond aux points
(x; y) vérifiant y = f(x).

~ — Enfin, la partie en blanc sous la courbe corres- 10
pond au point (x; y) avec y < f(x).




2.3 Fonctions de référence

2.3.1 Fonctions carré, trindme et cube

4 4
La fonction carré 3+
Théoréme 2.1 2T
1 —+-
La fonction carré f : R — R+
x> x2 — —
-2 -1 1 2
Figure 2.6

* est a valeurs positives ;

* est paire ;

* est strictement décroissante sur | — o0;0] et strictement croissante sur [0;+oo].
Remarque 2.9

Plus généralement, pour tout entier naturel n non nul, la fonction x - x2"
est paire et est strictement décroissante sur |—o0;0] et strictement croissante sur [0;+oo].

Propriété 2.2 |
3
1. Vz €R, 2?2 > 0. )
2. Vz € [0;1], 2? < z. 1
3. Vo > 1, $§x2~ —5—4—3—2—11 1 2 3 4 5 ¢

Figure 2.7
Les fonctions trindmes du second degré

Définition 2.11

Soient a, b et ¢ trois réels avec a # 0. Soit f la fonction définie sur R par:

f(x) = ax® + bx + c¢. On dit que f est une fonction polyndme de degré 2 ou encore une
fonction trinome du second degré.

Propriété 2.3

Soit f une fonction polyndme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax? + bx + caveca # 0

Les variations de f sont données par les tableaux suivants :

a<0 a>0
b b
T |—oo ~oa +o0 T |—oo ~2a +00
/(a0) too +oo
— oo— 1(2)
by _ A t i f(__b) - _ A t ini
f( a )= 2 SStunmaximum 20l = 25 Sstun minimum

11



Propriété 2.4

Soit f une fonction polyndme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax®> + bx + caveca # 0

- La représentation graphique de la fonction polyndme f du second degré est une

parabole, orientée vers le haut si a>0 et orientée vers le bas si a<0:

y, . . , . b
- La parabole a pour axe de symétrie la droite d'équation x = — Py
a>0 a<0

f(@) 7"

o<y

=y
=
o[~y

=
®

—Zf(a)

La parabole est tournée vers le haut La parabole est tournée vers le bas.
Figure 2.8 Figure 2.9
Propriété 2.5
2 2
. b b“—-4ac
La forme canonique de f est f(x) = a [(x + ﬂ) ~ gz ]

Exemple 2.11

Soit f une fonction polynome de degré 2 définie sur R par f(x) = ax? + bx + c avec a # 0
Retrouver la forme canonique de la propriété 2.5

a est non nul, il est alors possible d’écrire

b c
2
= —x —
f(x) a(x tozt a)
En imaginant que les termes z2 + %m sont le début d’un identité remarqu

b
(m+.,.)2:m2+az+,..

f(=)

I
<)
VRS
8
[ V)
+
ISERS
- 8
+
ISH e
N—

12



La fonction cube

Théoréme 2.2

La fonction cube f : R — R
x - x3

* est impaire ;
* est strictement croissante sur R
* n’est ni majorée, ni minorée sur R.

Figure 2.10
Remarque 2.10

Plus généralement, pour tout entier naturel n non nul, la fonction x - x2"*1

est impaire et est strictement strictement croissante sur R.
2.3.2 Fonction inverse

Définition 2.12

L’ensemble de définition de la fonction inverse x % est R*=R\ {0}

Théoréme 2.3 1

La fonction inverse f : R* — R

1
X =
X

« est impaire sur R

« est strictement décroissante sur |—oo; 0[
« est strictement décroissante sur ]0; +oo[
« n’est ni majorée, ni minorée sur R”

1

Exercice 2.5  Donner I’ensemble de défintion de f: x +— I TP

1
(x2-6x)(x2-2x+1)

Exercice 2.6  Donner I’ensemble de défintion de f: x +—

2.3.3 Fonctions racine carrée

Défintion 2.13

La fonction racine carré est définie sur RT = [0; + oo y
. . + — [0-
Elle est strictement croissante sur Rt = [0; +oo[ , Y-
E—
2 1
1
-1 1 4 5 6




Exercice 2.7

a. Donner ’ensemble de définition de la fonction f: z — vz2 +z + 1.

b. Donner ’ensemble de définition de la fonction f : z +— V22 — 5z + 6.

Propriété 2.6

1. Vz e [0;1], Vz >z
2.Vz>1, Jr<z

Proposition 2.4

1. Vz e RY, /x> 0.
2. Vz e RY, (VZ)2 =12.
3. Attention,Vz e R*, Va2 =z et Vr e R™, Vz2 = —1.

ATTENTION

. £ 2 .
Lorsque z est strictement négatif, (/)" n’a aucun sens mais vz2 en a un.

Proposition 2.5

Pour tous réels positifs x,y on. a

L Jxy=Vx x [y

a
2. \/%: F; (y#0)

Remarque 2.11

Il n’y a aucune propriété pour les additions ou les soustractions.

Ainsi /T Fy # VT + /Y
2.3.4 Fonction logarithme népérien
Propriété 2.7

La fonction In est définie sur |0; +oo[. Elle est continue et dérivable sur |0; +oo[ et sa
dérivée est x - i . De plus, In(1)=0 . y

2 — In(z)
— -1

14



Propriété 2.8

1. La fonction logarithme est strictement croissante sur R

2. VxeRiIn(x) <x-—1

3. Signedeln(x): In(x) <0< x €]0;1]etln(x) =0 < x € [1;+x[
Exercice 2.8

a. Donner 'ensemble de définition de la fonction f définie par f(z) = In(z? —2z+1).

b. Donner I’ensemble de définition de la fonction f définie par f(z) =1n (ii; 1)

La fonction In posse¢de des propriétés tout a fait remarquables, la premicre d’entre elles étant
de transformer les produits en sommes.

Propriété 2.9 (A SAVOIR PARFAITEMENT)
1. Va€eRLVy€eR:L In(ab) =In(a) + In(b)
2. YaeR: ln(%) = —In(a).
3. VaeR, YbeR, In(§)=In(a)-In(b.)
4. VneZ VaeR, In{(a")=nln(a).
5. VaeR, In(va)=}In(a).

ATTENTION

In(a) #In (%) et In(a + b) # In(a) + In(d).

Inbd

Exercicg 2.9

. Déterminer parmi les assertions suivantes, celles qui sont vraies et celles qui sont
fausses. Pour celles qui sont fausses, les corriger de facon & les rendre juste.

a) Inzexistessiz >0 b) ln(%):lna—lnb ¢) In(a+b)=Ina+Inbd

Exercice 2.10 gojent x et y > 0. Simplifier le plus possible les expressions suivantes.

1. In(2x) - In(x) 4. 21n(x3)+ln(xl—3)
2. In(x?) - In(x) 5. 1n(1)+1n(£)+ln(xl—2)
3. ln(x)—ln(%) 6. ln(g)+ln(i—))

15



Exercice 2.11. Ecrire en fonction de In(2) et In( 3) le nombre A= In (%)

Exercice 2.12

1. Simplifier le nombre B= 3In(3)-In G)
In(16)+In(8)

2. Simplifier le nombre C= oI+

Exercice 2.13

1. Ecrire en fonction de In(2) et In( 3) le nombre D= ln(\/ 96)
2. Pour quelles valeurs de x 1’expression suivante est bien définie In(x + 3) + In(2x + 1)

Proposition 2.6

Soient z € R et y € RY.
La stricte croissance de la fonction logarithme donne
e In(z) =In(y) &z =y.
e In(z) <In(y) &z < y.
Antécédents remarquables :
e In(z) =0z=1.
o In(z) =1 x =-cavec e~ 2.718..

Définition 2.14

L’unique solution dans R*, de I’équation In(x) = 1 est notée e : c’est la constante de Neper.
Ona:e=2,718.

Notations

Plus généralement, pour tout y dans R , I’équation In(x) = y admet une unique solution dans R*,. On

convient de noter e’ cette solution car 'unique solution de I’équation In(x) = n (avecn € Z) n’est
autre que le nombre e". En effet:
vn € Z, In(e") = nin(e) = n.

Exercice 2.14 Résoudre dans R :
l.Inx+2)=1

2. n(2x +1) > In(x? + 2)

3.3In(x) + In(x?) < 51In(2)

4. In(x — 1) + In(x? — 4) = In(4)

Exercice 2.15 Résoudre dans R :

I. mIn(x?+2) =In(x+3)
2. In(ln(x)) <0
3. In(x*-2)<1

16



2.3.5 Fonction exponentielle
Définition 2.15

La fonction exponentielle notée exp est définie sur R par exp(x) = e*.
Vx€ R , y=exp(x) & x = In(y).
Autrement dit :
Vz e R}, e"®=z.
Ve eR, Ine* =z.

Dans toute la suite, nous utiliserons indifféremment la notation e* ou exp(x).

Propriété 2.10

La fonction exp est définie sur R. Elle est continue et dérivable sur R et sa dérivée est égale a
elle-méme.

Remarque 2.12
exp(0) =1 et exp(l) = e! = e =~ 2,718.

Proposition 2.7

1. vz €R, € > 0.
2. La fonction exponentielle est strictement croissante sur R .
3.VzeR,e* >z +1.

Remarque 2.13

La fonction exponentielle est la fonction réciproque de la fonction logarithme népérien. Dans
un repere orthonormé, leurs courbes représentatives sont symétriques par rapport a la droite D
d’équation y = x ( la premiére bissectrice).

y
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Propriété 2.11

Soienta e RetbeR:

o et = x b,
a
° 6_ — ea—b
eb ’
Conséquences :
1
o — =74,
ea

e VneZ, (e*)" =e".

Remarque 2.14

En résumé, 'exponentielle a la particularité de transformer les sommes en produits, les
différences en quotients et les multiplications en puissances (4 l'inverse du logarithme
qui transforme les produits en sommes, les quotients en différences et les puissances en
multiplications).

Exercice 2.16

Soient x et y deux réels. Simplifier le plus possible les expressions suivantes:

1 (e")? 3. eOxe*x(e¥)?
e
e.X
-X
2. (e2x)3 X(e—x)Z 4. e—y x ¥

De la stricte croissance de I’exponentielle, on déduit la proposition suivante :
Proposition 2.8
Pour tous réelsaetb :

« e*=¢eb si, et seulement si, a=b.
« e*>ebsi, et seulement si, a>b.

Exercice 2.17 Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes:

1. e?1=1

2. In(3x) =%
e3x+5 . P 2_1

3. == e x

4. e2e*¥’< 1

18



2.3.6 Fonctions puissances

Définition 2.16

Soit a € R.
La fonction puissance d’exposant a, notée f,, est la fonction qui, & tout nombre
z € RY, associe

foz(x) =% = ealna:.

Exemple 2.12

Poura=2,0na f,(x) = x* eton retrouve la fonction carré.

Pour a =3, on a f3(x) = x> et on retrouve la fonction cube.
Pour a =-1,0n a f_;(x) = 91? et on retrouve la fonction inverse.

a peut également prendre des valeurs non entiéres. Par exemple,

ou bien
fya) = x V7 = V),
Attention

L’écriture x® est une notation. Pour étudier une telle fonction, il faudra toujours repasser a son
écriture exponentielle e "%,

Propriété 2.12

La fonction f; est strictement croissante sur |0; +oo[ si o> 0 et strictement décroissante
sur ]0; +oo[ si a < 0.

Représentation graphique
a<0 a=1
Voici les différentes allures de la courbe
représentative de la fonction x - x¢
suivant les valeurs de a € R.

=N W s O

Propriété 2.13
. . . . . 1 1
La fonction racine carrée coincide avec la fonction puissance 5 sur R, Vx€RL ,Vx =xz.

2

2
Démonstration. Soit x> 0. Alors x2 >0 et (xé) =x2*2 =x! = x donc x = Vx.
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Proposition 2.9

Soient x et y dans R*,. Soient a et f dans R. Alors:

o X %= xl—a o (xp)* =x%xyp? o (x%)P = xaP

» Les régles de calcul restent les mémes que dans le cas de puissances entieres, excepté qu’elles ne
sont valables que pour des réels strictement positifs.

Exercice 2.18

2
1. Résoudre I’équation x 3 = 2.

2. Résoudre dans N I'inéquation 0.99" > 0.5 en sachant que 11nn((0.5)

Tg) = 68, 97.

2.3.7 Fonction valeur absolue
Définition 2.17

La fonction valeur absolue, notée x — |x| est la fonction définie sur R

x x=0

VxeR |x|:{ 20

Exemple 2.13

|2.9] = 2.9 mais |-5.2| =5.2. Il est clair que: VxeR [x|>0.
Exemple 2.14
1.Ecrire sans valeur absolue les nombres suivants |\/§ -1 | et|m—5|

On sait que V2 ~1.41 donc V2 -1 > 0 ainsi |\ﬁ—1| =12-1.
On sait que 7w~ 3.14 donc ®—5< 0 ainsi [t -5|=5-m.
2. Ecrire sans valeur absolue et en fonction de x les nombres suivants :
(a) x-2|=x-2six>2ou|x-2[=2-xsi x<2.

(b) |x—1]+|x+ 2|

X -00 _2 j +00
[x — 1] 1—x 1—x 0 x—1
|x + 2| —x—2 0 x+2 ; x+2
[x — 1] + |[x + 2| —2x—1 | 3 | 2x +1
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Proposition 2.10
e VxeR |x|= Vx?

VxeR |-x|=|x|

VxeR VyeR |xy|=IxIx|y|
|

— I
||

VxeR |x|=max(x,—x)

X

o VxeR VpeR |

Exercice 2.19

Démontrer les propriétés ci-dessus
Proposition 2.11. Inégalité triangulaire

VXERVYER, |x+y |<|x|+]|y|

Attention ! Bien noter qu’en général, |x +y | # |x| + |y | !
Par exemple |1+(—2)=1,|1|+|-2|=1+2=3.

Proposition 2.12

La fonction valeur absolue est une fonction paire, strictement décroissante sur R_ et strictement
croissante sur R .

Voici I’allure de la courbe représentative de la fonction valeur absolue:

y
Y = x|

N L

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Proposition 2.13
Soit x € R. Alors |x| est la distance entre le point origine O d’un axe gradué et d’un point M

d’abscisse x

Proposition 2.14

Soient x et y dans R. Alors |x — y | est la distance entre le point M d’abscisse x etle p..... N
d’abscisse y d’un axe gradué.
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Proposition 2.15

*VaER,Vx€ER |x| = a & (x = —aou x = a).
*VaeER, VxER x| <a & —a<x<a.
*VaER,VxER |x| > a & (x < —aoux > a).

Remarque 2.15

Les inégalités strictes de deux dernicres propriétés de la Proposition 2.15 peuvent étre
remplacées par des inégalités larges.

Exercice 2.20  Résoudre dans R les équations suivantes
. [x+2|=-6
2. |x+2|=6

Exercice 2.21 Résoudre dans R les inéquations suivantes
1. |x|>3
2. |x+1] <4

Proposition 2.16

VaeR VheER la| = |b| & (a = —boua =Db)

Exemple 2.15  Résoudre Déquation |2x—3| = [x+1|. D’aprés le résultat précédent,

cette égalité implique que 2x -3 =x+1 ou 2x—3 = —x—1. Ainsi x =4 ou x = %

L’équation posséde donc deux solutions et & = { % : 4}.
Propriété 2.14
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On a I’équivalence :

festbornée sur I si,et seulement si, |f| est majorée sur |

2.3.8 Fonction partie entiére

Définition 2.18

Soit x € R. On appelle partie entiére de x, notée | x| ou E( x ), I’entier relatif le plus grand
qui est inférieur ou égal a x.

En clair, soitn € Zet x € R:

n<x<n+le |x|=n
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La partie entiére de x est donc I’unique entier relatif qui vérifien <x <n+1

Exemple 2.16

* [2.5] = 2 et attention |—-0.5] =—1
*le]=2 et |[-n|=—4.

Propriété 2.15
Au vu de la définition, les propriétés de la partie entiére sont pour tout réel x :

1. |x] € Z (la partie enticre est un entier relatif)
2. |x] < x (la partie enti¢re est un entier relatif qui est inféricur ou égal a x)
3. x < |x] + 1 (lapartie entiére est le plus grand entier inférieur ou égal a x, donc
I’entier suivant est strictement supérieur a x )
On retrouve donc I’encadrement :
[x] <x< [x]+1

Exercice 2.22

Vrai ou faux? Justifier vos affirmations.
1. Pourtous x,yeR, |[x+y] = [x] + Lyl.
2. Pourtous xeR, |[x+1] = [x]+1.
3. Pourtous xeR, meZ, |x+m] = [x] + m.
4

. Lafonction t € R— t— | ] est croissante.

Exercice 2.23 Résoudre dans R 1’équation |2x + 1| = 7

Propriété 2.16

La fonction x + |x] est croissante sur R.

Remarque 2.16

La fonction partie entiére n’est pas strictement croissante sur R: en effet, elle est constante sur
chaque intervalle [n;n+1[ ou n € Z. Cela se traduit graphiquement par des « paliers » sur sa
courbe, comme on peut le voir sur son graphe ci-dessous.

v
4 <
3 —
2 e
1
4 -3 2 -1 i 2 3 & °
—{-1
— |2
— -3
I8 - 23




2.4 Dérivation : rappels du prébac
2.4.1 Formules de dérivations

Définition 2.19

e Le taux de variation de la fonction f entre a et x est le quotient : M.

r—a

e f est dérivable en a et on note cette dérivée f’(a) si la limite suivante existe et

est finie :

T—a T —a

Définition 2.20

Soit f une fonction dérivable en tout point z d’un intervalle I, alors la fonction qui & z

associe f'(z) est appelé fonction dérivée de f sur I.

Proposition 2.17

Soit f une fonction dérivable en a € R. La tangente (T,) a la courbe C; au point d’abscisse a

admet pour équation :

y=f(@x-a)+f(a)

Tableau des dérivées des fonctions usuelles

ouR% sia€eR

Dy Fonction f | Fonction f/ | Ensemble de définition de f’
R k 0 R
R ar +b a R

R si o € N* ou R* si € Z* < ax®1 Rsia e N*ou R* si € Z*

ou R} siaeR

R*

1 *

- R

R Nz 1 R*
+ 2\/z +

* 1 *
R% In(x) . R%
R e” e’ R
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Remarque 2.17

1. A noter que l'on a toujours Dy C Dy, car pour parler de la dérivée de f en un
point il faut que la fonction existe en ce point.

2. A D’exception de la fonction racine carrée, les autres fonctions usuelles citées ci-
dessus sont dérivables sur leur ensemble de définition.
Exemple 2.17

> fl)=7 fiz)=0 2 fx)=2*  f(z) =322
2> fl@) =23 fl@)=3a > f(z) =27 f/(z) = 2007200

W=

Tableau des formules de dérivation

u et v sont deux fonctions définies et dérivables sur un méme intervalle I.

Opération Fonction Dérivée
Addition u+v u +
Multiplication par un nombre k x u avec k € R kxu
Multiplication uUXv u Xv+uxv
. u uw Xv—uxv
Division - 2
) )
Puissance u™ nxu Xu
1 o
Inverse — ——
2 2
racine Vu ¢
a u ——
2+/u
exponentielle ev u' et
7
logarithme In(u) —
N
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Exercice 2.24 Calculer les dérivées des fonctions suivantes aprés avoir donné leur ensemble de
définition et préciser leur ensemble de dérivation :

l.z—z34+24+3

z > 3(z% +4)

x — (—2z + 3)(5z — 3)

zH (22 —17)%

3z —4

z2+3

z — e2**1 et donner I’équation de la tangente au point d’abscisse 2 .
z +— In(—2z + 5)

T > 274/,

T

© o Ne o kRN

L1
m —
3

.z

—
o

Exercice 2.25

Calculer les dérivées des fonctions suivantes aprés avoir donné leur ensemble de définition et préciser
leur ensemble de dérivation :

r+1

1 x> 6. x> In(z% +/x +1)
3 2041
1 ) 7. x+—> e=t2
2.w'—>5—l—ln(x +1) 8 v ot
3. tet 9. -
$'_>(:c+2)3
4. z — zln(z). 1
5 10, 2= —
. T vx+ 6. Vr+3

2.4.2 Applications de la dérivation aux variations

Théoréme 2.4

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. Si
1. f’ est nulle sur l'intervalle I, alors f est constante sur I.
2. f' > 0 sur lintervalle I, alors f est strictement croissante sur I.

3. f' <0 sur lintervalle I, alors f est strictement décroissante sur I.

Remarque 2.18

Les deux derniers points restent vrais si f'(x) = 0 pour un nombre fini de valeurs de x,
comme par exemple la fonction cube.

Attention, il est nécessaire de considérer un intervalle pour appliquer le théo-
réme précédent, sinon il peut étre faux, comme par exemple pour la fonction
@ inverse sur son ensemble de définition.
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Méthode 2.2 Inéquations fonctionnelles: montrer une inégalité ou é¢tudier un signe a
I’aide d’une étude de fonction

Lorsque les manipulations algébriques sur les inégalités ne suffisent plus, on utilise cette
méthode trés importante qui permet d’étudier un signe ou qui permet d’établir une inégalité:

1. Dans le cas ou I’on doit établir une inégalité du type A(x) = B(x), on pose
f(x) = A(x) — B(x) afin de se ramener a A(x) — B(x) = 0 c’est-a-dire a une étude
de signe.

2. On étudie les variations de la fonction f(a 1’aide du signe de la dérivée par exemple)
3. On place dans le tableau de variations toutes les valeurs pour lesquelles f(x) = 0.

Exercice 2.26

Montrer que pour toutréelx , e* > x+1

Exercice 2.27. Question type concours

Montrer que pour tout réel trictement positifx , In(x) <x—1
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