CAHIER DE VACANCES EGC1 . CORRIGE

PARTIE I

1- Développer et réduire 1’expression suivante :
(x—2)(Bx+4)? — (2x%+ 5x —4)(x — 2)=7x3 + 5x? — 18x — 40
2- Simplifier au maximum 1’écriture suivante sur I’intervalle [3 ; + oo :

-2 5 2x+12 1
+ —_ =

x+2 x—2 x2—4 x—2

3- Factoriser les expressions suivantes ( attention on utilisera uniquement les connaissances de
lycée, [ utilisation dans les calculs de connaissances post -bac n’est donc pas autorisée) :

a- (8x—3)? — 64x% +9 = —6(8x — 3)
b- x*=5x?2+4=(x—-Dx+1Dx—-2)(x+2)
c- x3—3x2—-7x+21=x2(x—3)—-7(x —3) = (x =V (x +V7)(x — 3)

4 — Rendre rationnels le dénominateur de chacune des fractions suivantes:

a) Y26 _ 13 _ova2

V7+V6
b 1 _ 2+45V2+3vV3-4V6
) 24 VZHV3 23

1 .
c) NP Vn+1—+/n (nestun entier naturel )

5 — Résoudre les équations suivantes dans R

a) S={-5}
b) S={3}
c) V2—x = xéquivautax?+x—-2=0etx>0 S={1}

6 — Résoudre les inéquations suivantes dans R
a) S=]-oo;—8[

b) L’équation a un sens si 4x2 — 5x — 6 # 0 donc I’ensemble de définition est

D=R\ - E; 2. On utilise alors un tableau de signes:
4

X -00 -3 0 2 +oo
x? —2x + + [ - d T
4x2 —5x — 6 + ( - - d T
x2-2x + - + +
4x2-5x—6 (
s=|-39

c) Ensemble de définition : D = ]-00; 0] U [%; +oo[

Pour tout x € D I’inéquation équivauta x? —x —1 < 0d’ou S = [%E, 0] U E, 1+2\/§]



Cet exercice est un QCM (questionnaire a choix multiples). Pour chacune des quatre questions posées,
une seule des trois réponses proposées est exacte. Indiquer sur la copie le numéro de la question et
recopier la réponse exacte. Aucune justification n'est demandée. Une réponse exacte rapporte 1 point,
une réponse fausse ou l'absence de réponse ne rapporte ni n'enléve de point. Une réponse multiple ne
rapporte aucun point.

1. Soit f la fonction définie sur l'intervalle 10 ; +oo[ par

fx)=3x-xInx

On admet que f est dérivable sur l'intervalle ]0 ; +oo[ et on désigne par f’ sa fonction dérivée.
Pour tout nombre réel x de I'intervalle ]0; +oo[on a:

! — _l ! —3_ ! =2
a fl0=3- b. f'(x)=3-Inx (fw=2-Inx

2. On considere la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2.
La somme des 13 premiers termes de cette suite vaut :

1_214
a. 4095 8191 [ 1—2

3. La représentation graphique d’une fonction f définie et dérivable sur R est tracée ci-dessous
ainsi que les tangentes respectives aux points d’abscisses —3 et 0.

a. fl(0)=-1 b. f'(-1)=0 d. f'(-3)=3
4. On note g la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par : g(x) = (x + 1) In(x).

a. g'(x= i b. g'(x)=1+In(x)

1 1
c. g’(x):—; g’(x)=1+;+ln(x)

5. On considere la fonction définie sur [0;7] et représentée par la courbe ci-contre:

5 5 .
a. fo h(x) dx = h(5) - h(0) 05< fo h(x) dx <30 3

5

C. 15<f h(x)dx <20 d.f h(x)dx =20 .
0 0




6. On a tracé ci-dessous la représentation graphique de la dérivée seconde k" d'une fonction k
définie sur [0 ; +ool.

@k est concave sur l'intervalle [1; 2]. b. k est convexe sur l'intervalle [0; 2].
c. k est convexe sur [0 ; +oo[. d. kestconcavesur [0; +ool.
7. Dans un repére orthonormé du plan, on donne la courbe représentative € d’'une fonction f définie

et dérivable sur l'intervalle [-1; 5].

On note f”la fonction dérivée de f.

La courbe €6 passe par le point A(0; 1) et par le point B d’abscisse 1.

La tangente Ty a la courbe au point A passe par le point C(2;3) et la tangente T; au point B est
paralléle a I'axe des abscisses.

3,0 o
2,5

2,0

........... 1,5.

A- Lavaleur exacte de f'(1) est : C- Lavaleur exacte de f(1) est:
@0 a. 0
b. 1 b. 1
c. 1,6 c. 1,6
d. autre réponse o: utre réponse

- ! . 2
B- Lavaleur exacte de [0y est: D- Un encadrement de f f(x)dx par des entiers naturels successifs est :
0

a. 0
2 2
1 . 3< < p< <
@ a. 3 fof(x)dx 4 fof(x)dx 3

c. 1,6
’ 2
d. autre réponse c. 1< f fx)dx<2 d. autre réponse
0



8 . On donne le tableau de variation d’une fonction f définie sur 'intervalle [-1; 3] :

Dans lintervalle [-1 ; 3], I'équation X -1 1 2 3
f(x)=0admet: 2 05
a. exactement 3 solutions .. ’
exactement 2 solutions variations / \ /
c. exactement 1 solution de f
d. pas de solution -2 -1
9. L'équation In(2x) = 2 admet une unique solution xy sur R.Ona:
e? In2
a. xp=0 023 C. Xp= 7 d. xp =3,6945

10. La suite (uy) est la suite géométrique de premier terme 1y = 400 et de raison >

La somme S = ug+ u; +---+ Uy est égale a :

a. 2x(1-0,5')

b. 2x(1-0,5)

c. 800x (1-0,5') 00><(1—0.511)

11. Soit f lafonction définie sur I'intervalle 0 ; +oo[ par f(x) =2+ 3In(x).
La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 1 a pour équation :

3
a. y=; y=3x—1 c. y=3x

12, soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2e* —3x2.

d y=

3x+2

La courbe représentative de g admet un point d’inflexion qui a pour abscisse :

a. 1 b. 0 (c)n3 d. In2
13.  Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale 28(10 ; 0,6).
La probabilité qui admet pour valeur approchée 0,012 est :
a. p(X=2) b. p(X>2) @ pX<2) d p(X<2
14. Dans les questions A et B on considere les suites (u,) et (v,) définies par :
up =2, vy = 1 et, pour tout entier naturel n: { Un+1 i Un +30n
Un+1 = Up+Up.
A- on peut affirmer que :
u =5 2 a2 _ 52 U _ -
a.{ vy = 3 b. u;5-3v;=-2 i 1,75 d. 5u; =3v;.
On considere le programme ci-contre écrit en langage Python: dof valeurs(O) -
u=2
B- Ce programme renvoie : v =1
for k in range(1,11)
a. up; et vip; b. ujp et vi1; c. les valeurs de u, um et vyg. c=u
et v, pour n allant u=u+ 3%v
del1a10: v=c+ vV
return (u, v)
15, Soit £ la fonction définie sur R par f(x) = (x2 +1)e*.
La primitive F de f sur R telle que F(0) =1 est définie par:
a. F(x) = (x> -2x+3)e*; @F(x):(x2—2x+3)ex—2;

1
c. F(x)= (§x3+x)ex+1;

d. Fix)= (%x3 +x) er.




|PARTIE 111 |

Partie A : Etude graphique

1. La quantité de granulés en tonnes pour laquelle le cofit quotidien de I’entreprise correspond
au minimum de la fonction C; elle est égale a 4, 5.

2. a. C(6)=5et R(6) =18 donc D(6) =18—-5=13.
Le résultat net pour une production de 6 tonnes est donc de 1300 euros.
b. Lentreprise réalise un bénéfice quand la production x est telle que le coft est strictement
inférieur au rapport, c’est-a-dire quand C(x) < R(x), autrement dit entre 2,8 et 13,3 tonnes.

Partie B : Etude d’'une fonction

On considere la fonction g définie sur 'intervalle [1; 15] par :
g(x)=—0,6x+4+e **>,

1. a. Lafonction g est dérivable [1; 15] et g’(x) = —0,6 —e~**5.

b. e **% > 0 quelle que soit la valeur de x donc —e **> < 0 et par suite, g’(x) < 0 comme
somme de deux nombres strictement négatifs.
La fonction g est donc strictement décroissante sur [1; 15]

2. a. g(1) =58 et g(15) = —5; on a donc le tableau de variation suivant :

g'w) -
58 '

g \ 0

T~

=5

b. Le tableau de variation de g justifie que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur
(1; 15];
g(6)=0,77>0
g([7) =-0,06<0

£(6,91) = 0,002 >0
Enfin o ¢ 92) ~ —0,005 <0
Donc a=6,920,1 pres.

c. On en déduit donc le tableau de signe suivant :

g(6,9) =0,01>0

g(7,0)~ —0,06 <0 } = acl6,9;7]

}=> a€[6;7]

} = a€[6,91;6,92]

X 1 a 15
g(x) + ¢ -

Partie C : Application économique

1. D(x) =R(x) - C(x) =3x—(0,3x% — x +e **5) = —0,3x% + 4x —e **>
2. D'(x)=—-0,3x2x+4+e"*"5 = g(x)
3. D(1) = -50,9, D(a) = 13,17 et D(15) = —7,5;

on aura donc le tableau de variation de la fonction D suivant :

X 1 a 15
g(x) + 0 -
13,17
D(x)
-50,9 -7,5

4. a. Lentreprise rendra son bénéfice maximal pour une production de @ tonnes soit environ
6,9 tonnes

b. Le bénéfice réalisé sera alors de 1317 euros.



[PARTIE 1\Y% ]

En plus des régles usuelles de calcul dans R, on admet que la relation d’ordre < vérifie les propriétés
suivantes:

(a) quel que soit x € R, x<x;

(b) six,y € R vérifient x<y ety < x,alorsx =y

(c) six,y,z € R vérifient x<y et y<z,alors x<z;

(d) quels que soient x,y € R, on a x<y ou y<x;

(e) quels que soient x, y € R, on a x<y si et seulement si y — x=>0;
(f) si x,y € R vérifient x> 0,y=>0, alors x+y = 0;

(g) six,y € R vérifient x>0,y>0,alors xy=0;

() six =0, alors —x < 0, et réciproquement.

(et on note, pour deux nombres réels x et y, x <y six < yetx #y ).

En utilisant uniquement ces propriétés, montrer les assertions qui suivent (portant sur des nombres réels
a,b,c,d,\) :

1

Supposons a < betc < d.

D’apres (e), on en déduitb—a > 0etd —c > 0.

D’apres (f), on en déduit (b —a) + (d —c¢) > 0, ce quiseréécritb+d — (a+c) > 0.
D’apres (e), onen déduita+c < b +d.

) Supposons a < betA > 0.
D’apres (e),onab —a > 0.
D’apres (g), on en déduit Ab —Aa =A(b—a) > 0.
D’apres (e), on en déduit Aa < Ab.

3

Supposons a > 0.

Supposons par 1'absurde % <0.

<0.

pl—

1
Onaa>0et a < 0. D’apres (iii), on en déduit 1 = a x

Par ailleurs, 1 = 12, donc (viii) entraine 1 > 0.
D’apres (b), on en déduit 1 = 0, ce qui est absurde.

< 0. La seule

>Ooul
a

1 1
Ainsi, on sait que 2 n’est pas < 0. Or, d’apres (c), on sait que .

1
possibilité est donc que a > 0.

. A ]
Enfin, comme I'inverse d’un nombre réel n’est jamais nul, on en déduit — > 0.
a

4

Supposons 0 < a < b.

Ona
1 1 b a Lo
b ab b (légitime car a,b # 0)
1 1
=(b—a)x PR

Les trois termes de ce produit sont > 0 (le premier par (e), les deux suivants par (xv)), donc on

1
- >O,doncl< l
a

1
btient — —
obtient — — b



[ PARTIE V ]

On considere la fonction f définie sur R par: f(x) =In(1+e™) + é x

1.a. lim 1+e* = letlimInu = 0donc, parcomposée, lim ln(l + e"‘) =0;
X+ u-1 X+

lim lx =+o0. Donc lim f(x) = +oo.
X—r+o0

X—+o0
1 -x
b. f(x)- 3*= ln(l +e )
Pour tout réel x, e*>0donc 1 + e*> 1 doncIn(l + ™) > 0.
¢ est au-dessus de d sur R.

_ —X 1 _ —X X 1 - =X X l = X —
2.a. f(x)—ln(l+e )+§x—ln(e (e +1))+§x_ln(e )+1n(e +1)+3x— x+In(e +1)+3x

2
:l x l__
n(e*+1) 3x

b. lim e* +1=1 et limlnu =0 donc, par composée, lim ln(e" +1)=0 ; lim Ex:-oo.
- X——0c0 3

X=— u X——o0

Donc lim f(x)=+o.
X——c0

X x _ X x _
3. a. Lafonction f est dérivable sur Ret f'(x)= s __§_=3e i(e nd) ex 2
b.f()>0ei-2>0e>2@x>m2. &1 3e”+1) 3" +1)

f est donc décroissante sur }-oo ; In 2] et croissante sur [In 2 ; +eof.
4. a. Une équation réduite de la tangente T est

y=f'(0x+f(0)soit T:y= —%x+ln2

b.

Soit  un réel non nul. Le point M d’abscisse a de € a pour coordonnées M(a ; f(a)).

Le point N a donc pour abscisse —a et pour ordonnée f(-a).

fla)=1In (e“ + 1) - %a est obtenu en utilisant 'expression de f donnée 2 la question2.a

f-a)= ln(l +e ) - %a est obtenu en utilisant I'expression de f donnée au départ.

Le coefficient directeur de la droite (MN) est égal a:

a ___2_ _ a _l 1
Y~ P _ f@-fa) ) In(e? +1) 3a (ln(l+e ) Sa) __ga _a
Xy — Xy 2a  ~ 2a 22 6

Les droites T et (MN) ont le méme coefficient directeur donc elles sont paralléles.




([PARTIE VI |

10
1. Onadonc u; =1000 x (1— ﬁ)+250: 1000 x 0,9 +250 =900 +250 = 1150.

, . 10
2. Enlever 10 % c’est multiplier par 1 - 100~ 1-0,10=0,90.

Le nombre d’abonnés de 'année précédente est donc multiplié par 0,9; on ajoute en-

suite chaque année 250 nouveaux abonnés, donc pour tout naturel 7 :

Un+1 =0,9u, + 250.

3. u(10) donne le nombre d’abonnés au bout de 10 ans; une calculatrice donne ~ 1977.

4.

a.

Initialisation : on a ug = 1000 < 2500 : la relation est vraie au rang 0;
Hérédité : on suppose que pour n € N, on ait u, < 2500.

La multiplication par 0,9 > 0 respectant 'ordre, on a donc 0,9u, < 0,9 x 2500 ou
0,9u, < 2250, puis en ajoutant 250 a chaque membre :

0,9u, + 250 < 2250 + 250, soit u,4+1 < 2500 : la relation est encore vraie au rang
n+1.

La relation est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n € N, elle est vraie au
rang n+ 1 : d’apres le principe de récurrence : quel que soit n €N, u, < 2500.
SoitneN,ona uy+1 —up =0,9u, +250— u, = -0, 1u, + 250.

Or d’apres la question précédente : u, < 2500, puis 0, 1z, < 0,1x2500 ou encore
0,1u, < 250, soit en prenantles opposés: —250 < -0, 1u, et en ajoutant a chaque
membre 250 : 0 < -0, 1u, + 250.

OnadoncpourneN, u,i1—u, 200U Uy = Uy :lasuite (u,) est croissante.

. La suite (u,,) est croissante (d’apres 4. b.) et majorée par 2500 (d’apres 4. a.) : elle

converge donc vers une limite inférieure ou égale a 2 500.

- FIN -



